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Resumo

O Método dos Deslocamentos ou Método do Equilibrio tém como ideia principal, determinar a
solucdo que satisfaz, simultaneamente, as condi¢des de equilibrio e de compatibilidade de uma
estrutura. Este método possui como solucao final, as equacdes de equilibrio, onde as variaveis
principais sdo os deslocamentos e as rotagdes, conhecidos como deslocabilidades. A resolugéo
manual de uma estrutura pelo Método dos Deslocamentos torna-se bastante complicada quando
necessaria a analise de uma estrutura que contém um numero excessivo de deslocabilidades,
isto porque, para cada deslocabilidade, obtém-se uma equacéo de equilibrio, podendo-se chegar
a resolucdo de matrizes complexas. Para tanto, concebe-se a implementacdo computacional
para aplicacdo e resolucdo deste método. Para a resolucéo dos sistemas de equaces lineares do
problema em questédo, utilizou-se o método direto de Gauss e 0 método iterativo de Gauss-
Jacobi, com o auxilio do SCILAB, versdo 5.5.2. Apos a resolucdo dos sistemas, obteve-se
resultados satisfatorios, quanto a representacdo final do diagrama de momento fletor da
estrutura, para ambos 0os métodos numéricos simulados.
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Introducéo

De acordo com MARTHA (2010), o método dos deslocamentos, tem como ideia principal,
determinar a solucdo que satisfaz, simultaneamente, as condi¢Ges de equilibrio e de
compatibilidade de uma estrutura. Em outras palavras, o método superpde uma série de
solugdes cinematicamente determinadas, que sao configuragdes deformadas conhecidas e que
satisfazem as condicdes de compatibilidade da estrutura, para obter uma solucdo final que
também satisfaca as condigdes de equilibrio.

Cada solucdo cinematicamente determinada deve satisfazer, isoladamente, as condi¢cfes de
compatibilidade. No entanto, elas ndo satisfazem as condi¢des de equilibrio da estrutura
original. As condicdes de equilibrio da estrutura sdo solucionadas quando as solugfes basicas
S80 superpostas.
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Geralmente, o método dos deslocamentos é utilizado para a solucionar grandes e complexas
estruturas, logo sdo necessarias varias equacOes para a determinacdo das incognitas. Para a
resolucdo dos sistemas, normalmente, utilizam-se programas computacionais. Neste trabalho,
0 programa computacional utilizado para a resolucdo dos sistemas foi 0 SCILAB 5.5.2 através
do método de direto de Gauss e o iterativo de Gauss-Jacobi.

O método de eliminacdo de Gauss (método direto) e o método de Gauss-Jacobi (método
iterativo), sdo métodos de resolucédo de sistemas de equacdes algébricas lineares. No problema
em questdo, foram utilizados ambos os métodos, porém os melhores resultados foram
apresentados pelo método direto.

Problema

Bastante utilizado na engenharia, é sabido que a resolucdo manual de uma estrutura pelo
Método dos Deslocamentos torna-se bastante complicada quando necessaria a analise de uma
estrutura que contém um numero excessivo de deslocabilidades. Isto porque, para cada
deslocabilidade, obtém-se uma equacdo de equilibrio, podendo-se chegar a resolugdo de
matrizes complexas. Para tanto, concebe-se a simula¢do computacional para aplicacdo e
resolucéo deste método.

Objetivos

O estudo aqui apresentado, tem como finalidade elencar os aspectos fundamentais para analise
de estruturas pelo o Método dos Deslocamentos, exemplificando-os por meio da resolucao
analitica de um pdértico plano. Além disto, é objetivo do estudo, realizar a implementacédo
computacional para a resolucdo do sistema de equacgoes, aplicando o método direto de Gauss,
e 0 método iterativo de Jacobi, de forma a verificar se a solucdo obtida através desses métodos
é compativel com os resultados esperados para os esfor¢cos seccionais de momentos fletores da
estrutura.

Referencial Tedrico

Esta secdo resume aspectos fundamentais para analise de estruturas reticuladas hiperestaticas,
definidos pelo o método dos deslocamentos seguindo como principal referéncia, o livro
“Métodos basicos da analise de estruturas” do autor MARTHA (2010).

Método dos Deslocamentos

De acordo com MARTHA (2010), o método dos deslocamentos, tem como ideia principal,
determinar a solucdo que satisfaz, simultaneamente, as condi¢Ges de equilibrio e de
compatibilidade. Em outras palavras, o método superpde uma série de solucdes
cinematicamente determinadas, que s&o configuracGes deformadas conhecidas e que satisfazem
as condi¢bes de compatibilidade da estrutura, para obter uma solucdo final que também
satisfaga as condic@es de equilibrio.

Cada solucédo cinematicamente determinada, ou caso basico, satisfaz isoladamente as condi¢des
de compatibilidade, quanto a continuidade interna e compatibilidade com respeito aos vinculos
externos da estrutura, porém, nao satisfazem as condic¢Ges de equilibrio da estrutura original,
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uma vez que sdo necessarios forcas e momentos adicionais para manter o equilibrio. As
condicBes de equilibrio da estrutura ficam restabelecidas quando se superpGem todas as
solucdes basicas (SORIANO, 2005).

O método também é chamado de Método do Equilibrio, pois as equages finais, sdo equagdes
de equilibrio tendo como variaveis principais (incognitas), os deslocamentos e rotacoes,
denominados deslocabilidades.

E bastante aplicado para resolucéo de estruturas grandes e complexas, e, portanto, exigem a
solucdo de um grande nimero de equacles, sendo comumente adaptavel a programacéo
automatica, com auxilio de computadores (MARTHA, 2010).

Sistema Hipergeométrico e Deslocabilidade

A estrutura auxiliar utilizada nas solugdes basicas do método dos deslocamentos é denominada
de estrutura cinematicamente determinada, que pode ser entendida como a estrutura obtida da
estrutura original pela adicdo dos vinculos necessarios para impedir as deslocabilidades. Essa
estrutura cinematicamente determinada auxiliar, ¢ chamada de Sistema Hipergeométrico (SH),
e possui configuracdo deformada conhecida (MARTHA, 2010).

A figura a seguir, exibe a configuracdo deformada de um portico plano formada pela
superposicao de configuracdes deformadas elementares, cada uma associada a um determinado
efeito que é isolado.

Figura 1 — Configuracdo deformada de um portico plano formada pela superposi¢céo de
configuracdes deformadas elementares.
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Uma observacdo importante € que, em oposicdo ao método das forcas, onde existem varios
possiveis Sistemas Principais para uma estrutura, no método dos deslocamentos existe somente
um Sistema Hipergeomeétrico, que € obtido impedindo todas as deslocabilidades.

Como j& citado, 0 Método dos Deslocamentos tem como estratégia procurar, dentre todas as
configuracBes deformadas que satisfazem a compatibilidade, aquela que também faz com que
o0 equilibrio seja satisfeito. O equilibrio da estrutura é imposto na forma de equilibrio dos nos
isolados, considerando também que as barras isoladas estdo em equilibrio. Ou seja, o problema
recai em encontrar o0s valores que as incognitas (deslocabilidades) devem ter para que 0s nés
internos fiquem em equilibrio, visto que 0s nds dos apoios tém seu equilibrio automaticamente
satisfeito pelas reacOes de apoio.

Sdo chamadas de deslocabilidades, as componentes de deslocamentos e rotacdes dos nés que
estdo livres, e que devem ser conhecidas para determinar a configuragdo deformada de uma
estrutura. Em outras palavras, as deslocabilidades sdo os parametros que definem a
configuragdo deformada de uma estrutura. Em suma, as deslocabilidades séo as incognitas do
Método dos Deslocamentos (MARTHA, 2010).

Casos Bésicos e Reestabelecimento das condi¢des de equilibrio

No Caso (0), isola-se o efeito do carregamento externo e anulam-se as demais deslocabilidades.
As reacdes, forcas e momentos, dos apoios ficticios para equilibrar o Sistema Hipergeométrico
sdo chamados de termos de carga e sdo representados por (i0). Essas reagdes sdo calculadas
de maneira a equilibrar os nds internos, e neste caso somente as barras que possuem
carregamento no seu interior apresentam esforcos internos e deformacdes.

Nos demais casos basicos, isolam-se, para cada caso, os efeitos de uma deslocabilidade Di,
mantendo nulos os valores das demais deslocabilidades. As forgas e momentos que aparecem
nos apoios ficticios para equilibrar o Sistema Hipergeométrico quando é imposta uma
configuracdo onde Dj=1, sdo chamados de coeficientes de rigidez global kij.

A partir dos resultados obtidos para os termos de carga e coeficientes globais, utiliza-se a
superposicdo dos casos basicos para reestabelecer as condi¢cdes de equilibrio, onde as
resultantes de forcas e momentos externos nos nos devem ser iguais a zero (SORIANO, 2005).
A equacdo de equilibrio na direcdo da deslocabilidade Di para uma estrutura com n
deslocabilidades, pode ser generalizada da seguinte forma:

j=n

Bi0 + Zkij. Dj=0 )
=

Os valores encontrados para as deslocabilidades fazem com que a resultante das forgas e
momentos externos que atuam nos nos internos da estrutura (apoios ficticios) sejam nulas,
atingindo assim, além das condi¢bes de compatibilidade, as condi¢des de equilibrio, visto que
as forcas e momentos externos aplicados ao nd sdo nulos. O equilibrio nos demais nés é
satisfeito pelas reacdes de apoio, cujo os valores das reacdes podem ser obtidos pela
superposicao dos valores das reagdes obtidos em cada caso (MARTHA, 2010).
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Determinacao dos Esforgos Internos

Os diagramas finais dos esforcos da estrutura sao obtidos pela superposi¢do dos diagramas de
cada caso basico calculado, aplicando as seguintes equacoes:

j=n

N=No+ZNj.Dj=0 (2)
j=1

j=n

Q=0Qo+ ) Qj. Dj=0 ©)
=1

j=n

M=M0+ZMj.Dj=0 (4)
j=1

Sendo No, o diagrama de esforcos normais no caso (0), Nj o diagrama de esfor¢os normais no
caso (j). Analogamente aos esforgos normais, temos que Q representa o diagrama de esforgos
cortantes, e M representa o diagrama de momentos fletores.

Matriz de rigidez global e vetor dos termos de carga

Com os valores dos termos de cargas e dos coeficientes de rigidez global pode-se se reescrever
o0 sistema de equaces de equilibrio de uma forma matricial. No caso geral de uma estrutura
com n deslocabilidade, temos:

{Bo} + {K}{D} = {0} ()

Sendo {Po} o vetor dos termos de carga, {K} a matriz de rigidez global, e {D} o vetor das
deslocabilidades.

Percebe-se que o nimero de equagdes de equilibrio na equagdo matricial é igual ao nimero de
deslocabilidades, e que a matriz de rigidez global independe dos carregamentos externos. Isto
quer dizer que a matriz de rigidez global € uma caracteristica inteiramente da estrutura, pois
segundo MARTHA (2010), s0 existe um possivel Sistema Hipergeométrico para cada estrutura.

Metodologia

A resolucdo manual de uma estrutura pelo Método dos Deslocamentos torna-se bastante
complicada quando necessaria a analise de uma estrutura que contém um nimero excessivo de
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deslocabilidades, isto porque, para cada deslocabilidade, obtém-se uma equacéo de equilibrio,
podendo-se chegar a resolucdo de matrizes complexas. Para tanto, concebe-se a implementacéo
computacional para aplicacéo e resolugdo deste método.

Estrutura Analisada

Como mostrado na Figura 2, a estrutura de andlise é um pdrtico plano com carregamento
concentrado de 10 KN no nd esquerdo da barra horizontal, e carregamento distribuido de 10
KN/m, e articulacdo (rotula) na extremidade direita da barra horizontal. As caracteristicas da
estrutura sdo: Maédulo de elasticidade (E) igual a 24,5 x 10° KN/m2;, Momento de inércia (l)
igual a 0,024m*; e relacgédo entra area da secdo transversal (A) e (1) igual a 2m =2,

10 kN/m
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Figura 2 — Pédrtico plano utilizado na analise.

Ferramenta Computacional

Para a resolucgéo dos sistemas de equagdes lineares, do estudo em questéo, utilizamos o método
direto de Gauss e o método iterativo de Gauss-Jacobi com o auxilio do “software” SCILAB
5.5.2, que de acordo com FERREIRA (2009), e um programa desenvolvido de forma a dispor,
em um s6 ambiente, de ferramentas de calculo numérico, programacdo e gréaficos.

Quanto a escolha dos métodos numéricos ndo se utilizou nenhum critério. Entretanto, para a
escolha do “software” levou em consideracgéo a facilidade do programa, bem como gratuidade,
rapidez de processamento e clareza das informagdes dadas pelo programa.

A parte final do trabalho se dara por analisar a os resultados dos dois métodos, direto
(Eliminacdo de Gauss) e iterativo (Gauss-Jacobi), e fazer uma comparacdo levando em
consideracao a discrepancia dos dados, a quantidade de iteracdes do método de Gauss-Jacobi e
0 tempo de processamento.
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Apbs o calculo analitico da estrutura em questdo, resultou o sistema de equacdes mostrados a
sequir.

-10 0.5208333 0 0.375 —0.3333333 0 07rD1 0
37,5 [ 0 0.5138889 0.0833333 0 —0.0138889 0] D2 0
45 +EI| 0.375 0.0833333 1.5 0 —0.0833333 0f|D3{_{0
0 —0.3333333 0 0 0.5208333 0 0.3751| D4 0
22,5 l 0 —0.0138889 —0.0833333 0 0.5138889 0 J D5 0
0 0 0 0 0.375 0 1 D6 0

Para verificar a diferenca dos resultados obtidos com cada método, quanto aos esforgos internos
da estrutura, calculou-se os momentos fletores em cada n6 da estrutura, por meio da Equacao
(4), e tragamos dois diagramas de momento fletor.

Resultados e Discussao

Para simplificacdo de céalculo manual, objetivando-se trabalhar com um reduzido grau de
indeterminacdo cinematica, SORIANO (2005) desconsidera a deformacéo quanto aos esforcos
normais das barras, ou seja, considera que as barras néo se deformam axialmente. No entanto,
com o intuito de se obter resultados mais precisos na analise, neste estudo, foi considerado todas
as barras sendo do tipo extensiveis. Neste sentido, foram calculadas todas as deslocabilidades
do Sistema Hipergeométrico.

Para resolucio do sistema linear, no SCILAB, adotou-se uma precisdo de 10 e um limite de
100 iteracbes para o método iterativo de Gauss-Jacobi. Inicialmente, foi identificado que a
matriz de rigidez da estrutura ndo satisfez os critérios de linhas e colunas, e em seguida,
verificamos o maximo vetor residuo, e o tempo de processamento, para cada método.

Para o método direto, o tempo de processamento foi de 0,157 segundos, € 0 maximo vetor
residuo 2,152 x 104, Para o método iterativo, o tempo de processamento foi de 0,5 segundos,
e 0 maximo vetor residuo, foi de 0,000739. Como resultado, constatamos que o método de
Gauss obteve menor tempo de processamento e erro.

Ap0s a analise dos resultados dado pelo método direto (Gauss) e pelo método iterativo (Gauss-
Jacobi), verificou-se a similaridade dos dados, onde a maior diferenca das incognitas,
comparando os resultados para cada método, foi de 0,01173.

Essa semelhanca se deu devido a convergéncia do método iterativo, que atingiu a convergéncia
com 85 iteracgdes. Isto favoreceu o resultado final da estrutura de anélise, que apresentou valores
de momentos fletores muito proximos, satisfazendo assim a representagdo dos esforcos
seccionais da estrutura, quanto a momento fletor.

Como os valores de momentos fletores foram muito proximos, ndo perceptiveis na
representacdo grafica, € mostrado a seguir na Figura 3, o tracado do diagrama de momentos
fletores da estrutura em questdo, que é representativo para os resultados obtidos para cada
método numeérico.
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Figura 3 — Diagrama de momentos fletores em KN.m.

Desta forma, ficou evidenciada a eficiéncia de ambos os métodos numéricos analisados, uma
vez que ambos conseguiram representar o comportamento real da estrutura, quando solicitada

ao carregamento externo indicado no problema.

Concluséo
Com a realizacdo deste estudo, pode-se notar a similaridade entre os resultados obtidos atraves
da aplicacdo do método direto de Gauss, e do método iterativo de Gauss-Jacobi. Comparando
os resultados obtidos, concluiu-se que embora os resultados apresentados ndo tenham sido
exatamente iguais, ambos os resultados foram satisfatérios para a representacdo final do
diagrama de momento fletor da estrutura em questao.
Percebe-se que o numero de equacgdes de equilibrio na equacdo matricial é igual ao nimero de
deslocabilidades, e que a matriz de rigidez global independe dos carregamentos externos. Isto
quer dizer que a matriz de rigidez global é uma caracteristica inteiramente da estrutura, pois
segundo MARTHA (2010), s0 existe um possivel Sistema Hipergeométrico para cada estrutura.
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