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Resumo

Os chamados momentos hiperestaticos de protensdo compdem um dos assuntos mais
interessantes e de dificil entendimento no meio técnico, € essa dificuldade de
entendimento motiva a realizagdo deste trabalho. Quando se projeta uma viga protendida
de uma ponte, € muito comum que essas vigas sejam projetadas com a vinculagao bi-
apoiada, mas existe também a possibilidade de torna-las hiperestaticas principalmente
quando se tem vigas continuas. Na protensao dessas vigas hiperestaticas surgem esforcos
adicionais na estrutura que devem ser levados em consideragdo. Um esforco particular
sao os momentos hiperestaticos de protensdao. Embora nas pontes em gerais, ¢ comum,
utilizar apoios eldsticos como neoprene, isso faz com que o tabuleiro da ponte ndo tenha
uma ligacdo com os pilares, mas isso nao ¢ comum em lajes de edificios do tipo lisa, em
que ha liga¢do da laje com os pilares, ficando mais evidentes os momentos hiperestaticos
de protensao. Em lajes lisas os pilares ja geram na laje momentos negativos, que precisam
ser combatidos com protensdo, e isso faz com que surjam esfor¢os adicionais que
necessitam ser estudados e compreendidos com mais precisao. Sendo assim, o objetivo
deste trabalho ¢ usar uma laje lisa simples como modelo de célculo, realizar o pré-
dimensionamento, demonstrar como sao encontrados os momentos hiperestaticos, e
realizar uma analise da fissura¢do da laje na combinagdo rara de servigos comparando
com o momento de fissuragdo conforme a NBR6118:2014 ¢ realizar a analise da secao
com sua inércia equivalente, e verificando ase o momento hiperestatico sobre os pilares
sofre alguma variagdo significativa considerando a laje com a concretagem “in loco”. A
estrutura sera langada e analisada no SAP2000® software de elementos finitos.
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Introducio

Para a demonstragao dos momentos hiperestaticos de protensao, foi utilizado um exemplo
de uma laje lisa apoiada sobre pilares. Para serem obtidos os esforcos de protensdo foi
utilizado o método das cargas equilibrantes (load balancing), que de acordo com
EMERICK (2002), ¢ um dos meétodos mais apropriados para o calculo de lajes
protendidas. O método consiste em calcular qual seria a for¢a de protensdo necessaria
para equilibrar, no tragado do cabo, os carregamentos externos. Os esforcos obtidos a
partir da carga balanceada sdo divididos em duas parcelas, a primeira sdo 0os momentos
1sostaticos de protensao e o segundo sao os momentos hiperestaticos de protensao.
Inicialmente, pode-se imaginar uma faixa de laje plana que possui um tracado como o
indicado na Figura 1.
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Figura 1 — Tracado tipico dos cabos de uma laje protendida.
Fonte: EMERICK (2002, p. 50).

Como apresentado por THOMAZ (1993) os desvios que os cabos possuem, introduzem
um carregamento contrario ao das agdes externas. A determinagdo deste carregamento ¢
o chamado método das cargas equilibrantes. A Figura 2 ilustra este conceito. Assim
sendo, o cabo da Figura 1, gera o carregamento ilustrado na Figura 3. Este conceito ¢
fundamental para a determinagao dos momentos hiperestaticos.
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Figura 2 — Método das cargas equilibrantes.
Fonte: THOMAZ (1993, p. 4)

Assim sendo, o cabo da Figura 1, gera o carregamento ilustrado na Figura 3. Este conceito
¢ fundamental para a determina¢do dos momentos hiperestaticos.

O momento fletor necessario para manter o equilibrio da estrutura ¢ o momento isostatico,
também conhecido como momento primario. Ele ¢ determinado pela simples
multiplicagdo da forca de protensdo do cabo pela excentricidade na se¢do analisada.
Conforme EMERICK (2002) a explicagdo do momento hiperestatico de protensdo ¢
simples de se demonstrar, mais o conceito ¢ bem mais amplo do que se imagina.
Considerando a mesma estrutura da Figura 1, se forem retirados os apoios do meio, ird
surgir um deslocamento vertical para cima, esse deslocamento é impedido pelos pilares
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que consequentemente gera uma reacdo nos pilares. Essas reagdes geram o momento
hiperestatico de protensdo, conforme ilustrado na Figura 4.
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Figura 3 — Esquema de forcas para o cabo da Figura 1.
Fonte: EMERICK (2002, p. 50).
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Figura 4 — Representacio do momento hiperestatico de protensao.
Fonte: EMERICK (2002, p. 52).

Segundo PFEIL (1984) no que diz respeito aos momentos hiperestaticos, as estruturas de
concreto ndo possuem comportamento elasticos, e a ineslaticidade dos materiais provoca
uma redistribuicdo dos momentos hiperestaticos nas estruturas. Essa redistribuicdo dos
esfor¢os ¢ muito mais complexa que a redistribuicdo provocada pelas cargas atuantes.
Trés sdo os principais fatores que influenciam no fenémeno:
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e Redugdes locais de rigidez, decorrentes da fissuragdo, produzem uma redistribuicao
dos efeitos hiperestaticos de protensao;

e A plastificagdo da estrutura diminuiu o grau de hiperestacidade, o que provoca uma
reducdo nos momentos hiperestaticos de protensao;

e Com o aumento das solicitagdes atuantes, o esforco de protensdo sofre um aumento
nas se¢des fissuradas, porém se mantém inalterado na maior parte das demais secoes
da laje.

Os conhecimentos disponiveis atuais ndo sdo suficientes para a determinagdo dos

momentos hiperestaticos considerando com precisdo a inelasticidade da estrutura

proximos da ruptura. Portanto, ¢ comum determinar os momentos hiperestaticos
calculados com uma protensao efetiva, que soma aos efeitos dos momentos produzidos

pelos carregamentos EMERICK (2002)].

Momento balanceado e momento hiperestatico

Nos momentos obtidos com o método das cargas equilibrantes estdo inclusos os
momentos isostaticos e os momentos hiperestaticos de protensdo, portanto ¢ possivel
encontrar os esfor¢os através do equilibrio da estrutura e com os esforgos totais subtraem-
se os momentos isostaticos e obtém-se os momentos hiperestaticos de protensao.
Obtidos os esforcos com as cargas equilibrantes pode-se obter os momentos
hiperestaticos com a Equagao 1.

Ivlbal :M +Misos (1)

hip
Sendo:
M,, o momento balanceado ou momento total;

M
M

hip © momento hiperestatico de protensao;

0 momento isostatico de protensdo de terminado pela Equagao 2.
M. . =Pe (2)

isos

is0s
Sendo:

P a forca de protensdo na se¢do analisada;

e a excentricidade do cabo na se¢do analisada.

Portanto, pode-se escrever que (Equacao 3):

Mip =My —M Mya —Pe 3)

hip isos —

Modelo numérico analisado

Para demonstrar a determinagao dos momentos hiperestaticos de protensao, foi executado
um exemplo numérico utilizando uma laje lisa maciga protendida, sem viga de bordo,
com espessura de 26 cm, utilizando cordoalhas engraxadas em bainhas de polipropileno.
Foram admitidas as seguintes caracteristicas: ancoragem viva e morta; resisténcia

caracteristica & compressdo do concreto ( f, ) de 25 MPa; armadura ativa CP 190 RB;
coeficiente de atrito cabo-bainha igual a 0,05; escorregamento da cunha de ancoragem de

6 mm; a¢do permanente de 4,50 kN/m? e acdo variavel de 5,00 kN/m?. As dimensdes do
modelo e as faixas analisadas no dimensionamento estdo ilustradas na Figura 5. Foi
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definido o cabo representante conforme ilustrado na Figura 5. Como a se¢ao ¢ simétrica
¢ apresentada apenas metade da se¢do.
A tensao inicial na armadura ativa € o menor valor encontrado na Equacao 4.
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Figura 5 — Dimensades e faixas analisadas.
SO S1 S2 S3 S4

332,5 332,5 135 135

Figura 6 — Posicionamento do cabo representante (cotas em cm).
Na Tabela 1 sdo apresentados os desvios angulares de cada secao.

Tabela 1 — Desvios angulares.
Trecho S0-S1 S1-S2 S2-S3
Desvio Angular (°) 4,36 8,72 8,72

Definidos a se¢do da laje e os desvios angulares, pode-se realizar os célculos das perdas
de protensao.
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As perdas de protensao que foram determinadas estdo contidas em dois grupos. Em
primeiro lugar estdo as perdas imediatas compostas das perdas por atrito e a perda por
deformacao da ancoragem. A perda imediata por deformagao elastica do concreto foi
desprezada.
No segundo grupo de perdas estdo as diferiadas no tempo, oriundas da fluéncia do
concreto, retragdo do concreto e da relaxa¢ao da armadura.
O célculo detalhado das perdas, bem como exemplos de aplicagdo, podem ser encontrados
em CARVALHO (2017).
A Tabela 2 sintetisa os resultados das perdas de protensdo para este exemplo.

Tabela 2 — Perdas de protensio imediatas (kN/cm?).

Secido Atrito Deslizamento da % de Perdas diferidas % de perda
ancoragem perda total
imediata

SO 134,40 121,30 9,75 94,56 29,64
S1 133,67 122,03 9,20 95,29 29,10
S2 132,43 123,26 8,29 96,53 28,18
S3 131,34 124,36 7,47 97,62 27,37
S4 130,25 125,44 6,67 98,71 26,56
S5 129,05 126,65 5,77 99,91 25,66
S6 128,83 126,86 5,61 100,13 25,50

Essas sdo as tensoes finais que foram utilizadas para o calculo do modelo.

As verificagdes e pré-dimensionamento para encontrar a quantidade de cabos necessarios
para cada se¢do adotada da laje passa pelos ELU e ELS. O pré-dimensionamento sera
realizado para toda a carga permanente, e os esforcos serdo obtidos com o modelo de
grelhas.

Os esforgos obtidos pelo programa mostram os momentos fletores para as cargas
permanentes na estrutura divididas por faixas. A Tabela 3 mostra os momentos fletores
maximos encontrados devidos as cargas permanentes.

Tabela 3 — Momentos fletores maximos (carga permanente).

Faixa Momento Fletor (-) (KkN.m/m) Momento Fletor (+) (kN.m/m)
Pilares P4/P5/P6 135,10 59,80
Meio do vao 31,00 45,20
Pilares P1/P2/P3 101,60 54,80

Com os momentos fletores devidos as cargas permanentes, ¢ possivel obter uma armadura
ativa para as se¢oes mostradas na Figura 5. Em CARVALHO (2012) ¢ demonstrado como
¢ realizado o dimensionamento no E.L.U. da armadura de protensdo. A Tabela 4 mostra
as areas de aco consideradas neste exemplo.

Tabela 4 — Armadura de protensio utilizada em cada faixa da Figura 4.

Faixa Armadura ativa (cm?*/m)
Pilares P4/P5/P6 13,182
Meio do véo 2,820

Pilares P1/P2/P3 9,245
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Lancamento das Forc¢as nos nés da Grelha.

O procedimento adotado para o langamento das for¢as de protensao ¢ o método das forcas
equilibrantes, como ¢ uma grelha, forgas devem ser encontradas resultantes das forgas. O
espagcamento adotado da grelha ¢ de metro em metro.

A demonstragdo de uma se¢do de como as forgas sdo encontradas ¢ ilustrada na Figura 7.
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Figura 7— Representacao do método das forcas equilibrantes na Se¢ao no Apoio.

Como a laje ¢ simétrica, as secdes no outro sentido das lajes sdo idénticas e portanto é
necessario sobrepor as segdes e considerando as influéncias das cargas obtem-se o
carregamento que serd langado na grelha do modelo numérico.

Em DUARTE (1995) ¢ demonstrado com mais detalhes como sdo obtidas as forgas
equilibrantes, em que nesse material ele chama de método das forgas de desviagdo. O
conceito ¢ exatamento o mesmo. A diferenga ¢ apenas que ele concentra as forcas de
protensdo nos nos da grelha, para o langamento das forgas de protensdo da grelha.

Com as forgas lancadas na grelha do SAP2000® foram obtidos os momentos balanceados
devidos as forgas de protensdo que estdo atuando nas lajes, conforme sdo mostradas na
Tabela 5.

Uma observagdo importante na obtengdo dos momentos na grelha ¢ que os momentos
pontuais gerados sobre os apoios foram uniformizados para a faixa estudada. Como a laje
¢ simétrica os resultados apresentados indicardo apenas um sentido, mas as forcas de
protensdo foram langadas nos dois sentidos da laje na grelha do SAP2000®.

Tabela S — Momentos fletores (balanceados).

Faixa Momento Fletor (+) (kN.m/m) Momento Fletor (-) (kN.m/m)
Pilares P4/P5/P6 128,00 81,50
Meio do vao 47,10 61,90
Pilares P1/P2/P3 60,30 67,50

Em posse dos momentos balanceados devidos as forcas de protensdo pode-se obter o
momento hiperestatico de protensdo, conforme sdo mostradas na Tabela 6.

Tabela 6 — Momentos hiperestaticos de protensao (apoio)

Faixa Momento Fletor (kN.m/m) Momento Fletor (kN.m/m)
(Apoio) (Meio do Vao)
Pilares P4/P5/P6 62,10 79,50
Meio do vao 33,00 27,40

Pilares P1/P2/P3 14,00 45,40
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O ELS sera verificado na combinacao rara de servigo. Caso o0 momento atuante for maior
que o momento de fissuragao, serd caracterizado a passagem do Estadio I para o Estadio
IT e portanto ha a formagao de fissura.
Nas se¢des da laje em que for ultrapassado o M, (momento de fissuragdo), considera-se

que a se¢ao esteja fissurada, e embora algumas se¢des ndo estejam fissuradas, neste caso
deve-se considerar uma inércia equivalente para as secdes fissuradas conforme a
NBR 6118:2014, portanto sera realizado uma verificacdo das segdes fissuradas e serad
aplicada essa reducdo da rigidez na se¢do fissurada e verificar como se comportam os
momentos hiperestaticos de prontesao. De acordo com CARVALHO (2012) a
Equacao 5 mostra como € obtido o momento de fissura¢do para o concreto protendido.

N I
|\/|r:0"f°t"c +—PC LN e (5)
Yi AY,

Sendo:

a o valorigual a 1,5 para se¢des retangulares;

I, ainércia da secdo bruta do conreto;

A, aarea da se¢do transversal de concreto;

M, o momento de fissuracao;

f. aresisténcia caracteristica do concreto a tracdo com seu valor inferior;

N, a normal de protenséo;

y, adistancia entre o centro de gravidade da se¢do transversal e a borda mais tracionada;

e a excentricidade da for¢a de protensdo.

Tabela 7 — Verificacao dos estadios de carregamentos

Faixa Momento Fletor + Momento Fletor - Mr + Mr -(kN.m/m)
(Rara) (kN.m/m) (Rara) (kN.m/m) (kN.m/m)
Pilares P4/P5/P6 100,90 228,80 247,06 151,50
Meio do vao 80,10 52,10 76,62 56,27
Pilares P1/P2/P3 92,10 173,50 182,30 115,58

Na Tabela 7 pode-se observar que o momento de fissura¢do foi ultrapassado para os
momentos fletores marcados em negrito italico. Para essas se¢des serdo considerados o
momento de inércia equivalente conforme a Equacao 6.

3 3
M M
BECAMAEAA o
Sendo:

I, o momento de inércia com a se¢ao fissurada no Estadio II;

M, o momento atuante na combinagdo rara apresentado na Tabela 7.

Para se obter o valor de |, ¢ necessério conhecer o valor de X, que ¢ a profundidade da
linha neutra no Estadio 2, e ¢ necessario conhecer a armadura passiva em cm?*/m e
estabelecendo a largura de 100 cm (laje maciga).

Pela Equacdo 7 ¢ obtido o valor de X,:
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Sendo:
A, a armadura passiva dimensionada para a sobrecarga;

b alargura da se¢do considerada;

d a altura atil medida da borda mais comprimida ao centro de gravidade da armadura de
tracdo;

E, o modulo de elasticidade do aco;

E.. 0o modulo de elasticidade secante do concreto.

A inérciano |, ¢ dada pela Equacgdo 8.

1, =%+ae.pg.(d _x)? ®)

O modulo de elasticidade secante do concreto de 25 MPa para o agregadado graudo de
granito ¢ de 24000 MPa, e a area de ago passiva foi dimensionada para a sobrecarga e
possui uma area de aco de 14,86 cm?*m para os vaos dos Pilares P4, P5 e P6 e 10,62
cm?/m para os Pilares P1, P2 e P3 e na se¢do do meio do vdo 4,28 cm*m. A inércia bruta
da laje é de 146466,67 cm*/m. Os resultados sdo apresentados na Tabela 8.

Com as inércias reduzidas, realizou-se o lancamento no SAP2000® e obteve-se 0s novos
momentos balanceados que sdo apresentados na Tabela 9.

Os momentos balanceados foram encontrados os momentos hiperestaticos de protensao,
que sdo apresentados na Tabela 10.

Tabela 8 — Verificacio dos estadios de carregamentos

Faixa 12 (Estadio 2) cm*/m Inércia Equivalente Relacio (Ieq/Ic) %
cm?/m
Pilares P4/P5/P6 57635,86 83424,79 56
Meio do vao 21606,06 130889,50 89
Pilares P1/P2/P3 50197,82 78657,85 53

Tabela 9 — Momentos fletores (balanceados)

Faixa Momento Fletor (+) (kN.m/m) Momento Fletor (-) (kN.m/m)
Pilares P4/P5/P6 105,12 71,26
Meio do vao 47,30 67,58
Pilares P1/P2/P3 47,30 71,70

Tabela 10 — Momentos hiperestaticos de protensio (apoio)

Faixa Momento Fletor (kN.m/m) Momento Fletor (kN.m/m)
(Apoio) (Meio do Vao)
Pilares P4/P5/P6 39,17 89,83
Meio do vao 33,19 33,13

Pilares P1/P2/P3 1,24 41,01
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Conclusoes

Os momentos hiperestaticos de protensao sofreram uma redu¢ao na secao fissurada do
apoio e um aumento na se¢do do meio do vdo. Também houve redistribuicdo dos
momentos permanentes, € os resultados demonstram que essa redugdo alterou o
dimensionamento na ordem de 10%, um resultado considerado pequeno perto da carga
elevadissima do exemplo estudado.

E importante frisar que este é um trabalho inicial para um tema complexo que sdo os
momentos hiperestaticos de protensdo, € que a intencdo ¢ fomentar a discussdao e
incentivar novos pesquisadores a estudar mais profundamente sobre o assunto. Os
resultados para a faixa entre os Pilares P4/P5/P6, sdo apresentadas nas Tabelas 11 e 12.

Tabela 11 — Momentos E.L.U.

Faixa Momento Fletor (kN.m/m) Momento Fletor (kN.m/m) %
(Apoio) S/ Fissuracio (Apoio) C/ Fissuracio
Pilares P4/P5/P6 133,25 120,56 9,52

Tabela 12 — Momentos E.L.U.

Faixa Momento Fletor (kN.m/m) (Meio Momento Fletor (kN.m/m) (Meio %
do Vao) S/ Fissuracio do Vio) C/ Fissuracio
Pilares P4/P5/P6 171,20 188,84 9,31
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