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Resumo

Muitas davidas ainda existem a respeito do comportamento da interagdo solo-estrutura no projeto de
fundacbes de méaquinas sujeitas a carregamentos dindmicos. Correntemente assumem-se diversas hipoteses
simplificadoras, como a aplicacdo de solugdes estaticas. Uma das duvidas existentes diz respeito a obtencao e
ao comportamento das fungdes de impedancia, que expressam a rigidez e o amortecimento do solo. No
presente trabalho, é analisado o comportamento dessas fun¢des com a variagdo da frequéncia excitadora, para
0 problema do solo homogéneo em um semiespaco, aplicando uma formulacio matematicamente robusta. E
mostrado como se aplica a formulacdo proposta em modelos de interface em uma fundacéo superficial de
formato retangular. E apresentada uma comparagdo dos valores de rigidez e de amortecimento obtidos com
os de outras formulagGes classicas consolidadas, apresentadas neste trabalho. A analise dos resultados permitiu
concluir que o amortecimento e a rigidez seguem distribui¢cdes distintas e geometricamente variaveis na
interface solo-fundacéo.
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Introducéo

Muitos dos problemas que concernem as analises dindmicas realizadas nas estruturas, em especial ao projeto
de fundagbes de maquinas ndo possuem respostas conhecidas ou consolidadas, para algumas de suas questdes.
Assim, 0 comportamento dessas estruturas nem sempre é bem representado, sendo sujeito a diversas
simplificacdes.

Uma das davidas mais pertinentes no que diz respeito a este projeto é sobre o comportamento e a distribuicéo
das funcbes de impedancia, ou seja, qual a variacdo geométrica e com a frequéncia excitadora destas funcdes,
mesmo considerando a hipotese sempre simplificadora de que o solo pode ser modelado como homogéneo.
Esta pesquisa objetiva estudar a modelagem da interface entre solo e estrutura em fundacdes de maquinas, a
distribuicdo e o comportamento das fun¢des de impedancia, amortecimento e rigidez, considerando o solo
como homogéneo em um semiespaco, por meio de modelos numéricos, em uma malha discretizada, utilizando
uma formulagdo matematicamente robusta.

Nesta formulacao, o problema é resolvido aplicando-se a metodologia de Wolf (1985), que propde equagdes
bésicas para modelagem da matriz de rigidez dindmica do solo, de acordo com o calculo de funcbes de
influéncia de flexibilidade. E considerada a discretizacio de molas e amortecedores na base, centradas nos
elementos de uma malha. Obtém-se uma distribuicdo ndo-uniforme das funcBes de impedancia, mesmo
considerado o solo como homogéneo.

A adequacéo das respostas obtidas é comprovada pela comparacdo com valores de rigidez e de amortecimento
obtidos com formulagdes classicas utilizadas em projeto, como as de Richart et al. (1970) e de Wolf (1994).
A anélise dos resultados permite concluir que os coeficientes de amortecimento e a rigidez seguem
distribuices distintas e geometricamente variaveis na interface solo-fundacéo.

Este trabalho resume alguns dos resultados obtidos no Projeto de Graduacgéo do primeiro autor, orientado pelo
segundo autor (Oliveira, 2021).



Metodologia

Definicédo da fundagéo estudada

Neste trabalho € analisada a interface entre o solo e a face inferior de uma fundacéo rigida, criando uma malha
que representa o contorno da superficie do solo, de modo que sejam criados elementos de interface estrutura-
solo. Cria-se um modelo analitico de forma a representar a interface entre o terreno e o bloco da fundagéo.
Apesar do exemplo apresentado seja o de uma fundacéo retangular, o modelo pode se aplicar um fundacdes
de formato qualquer, como mostrado por OLIVEIRA (2021).

No exemplo aqui apresentado, € estudada uma fundagéo retangular de dimensées 3,15m x 1,80m, com malha
discretizada em elementos quadrados de 0,225m, vide a Figura 1.

Visando realizar a analise numérica assimilando-se a um solo homogéneo, e de modo a comparar os resultados
com os obtidos por Wolf (1985), adotam-se 0s seguintes valores nominais na modelagem:

v =0,30; G = 1 kN/m?; p = 1 Mg/m?®

Sé&o calculadas para essa geometria os coeficientes de rigidez e os coeficientes de amortecimento de acordo
com as expressoes de formulag@es classicas de Wolf (1994) e de Richart (1970). Esses valores sdo comparados
aos valores obtidos por meio da formulacdo baseada em Wolf (1985), a ser desenvolvida em sequéncia.
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Figura 1 — Malha do modelo.

Modelagem do solo

O solo é modelado como um meio homogéneo, seguindo comportamento elastico-linear, utilizando-se molas
e amortecedores posicionados no centro de cada elemento de uma malha, formando um Unico elemento solido
reticulado. Essa distribuicdo é realizada de maneira ndo uniforme, obedecendo a consideracdo da matriz
condensada do solo.

Conforme essa hipotese, considera-se o solo como um semiespaco homogéneo e elastico, representado por
uma matriz de rigidez complexa que relaciona as forcas aplicadas aos deslocamentos.

Os amortecedores do tipo viscoso sdo montados na matriz de maneira similar a matriz de rigidez. O
amortecimento do material, que é da dissipacdo de energia no material, do tipo histerético, pode ser
considerado através dos modulos complexos, por:

E* = E(L+ Epise " ) (1)

G*=G(1+2 &g+ 1) 2)

Onde,
E*,G* —Modulos de deformacéo longitudinal e transversal complexos;
E, G — Modulos de deformacdo longitudinal e transversal;
&nist — Fracao de amortecimento histerético do material;
i — Unidade imaginaria.



Implementacdo matematica

Conforme a metodologia apresentada por Wolf (1985), séo calculadas as velocidades de onda de cisalhamento
e de onda primaria respectivamente pelas expressoes a seguir:

G
Vo= |[— (3)
e
2—=2v
Ve=Vs 7% @

Em que,
V» — Velocidade de onda de principal ou de compressao;
Vs — Velocidade de onda secundéria ou de cisalhamento;
v — Coeficiente de Poisson;
p — Massa especifica;

Em seguida, sdo definidos os parametros s(k) e t(k), que transformam o problema do dominio da frequéncia
para o dominio do nimero de onda (k):
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ttk) = —i- 1_V52-k2 (6)

Onde,
k — NUmero de onda;
w — Frequéncia circular natural.

A funcdo de flexibilidade que representa o deslocamento devido a uma pressao unitaria para o problema
axissimétrico, em uma fundacao circular é dada por:
—i-s(k)(1 +t(k)?

k-G (1—t(k)D)Z+4-s(k) t(k) ()

Eyw(k) =

Conforme explicitado por Wolf (1985), por eficiéncia computacional, é assumida a carga atuante num
subdisco circular permitindo o uso de coordenadas cilindricas. Essa carga é expandida em série de Fourier na
direcdo radial.

Assume-se que o carregamento vertical atuando em um circulo possui amplitude constante. A amplitude de
deslocamento w(r) que surge a distancia r do centro do subdisco é dada pela seguinte expressao:

w(r) = al J1(ka) - Fyy (k) - Jo(kr) dk| 19 = g(r)To (8)
k=0

Onde,
a — Raio do subdisco;
J1 — Funcéo de Bessel de ordem 1;
Jo — Funcéo de Bessel de ordem 0;
ro — Amplitude constante da carga na direcdo vertical.



As funcBes de Bessel realizam a transformacdo do estado plano para o estado axissimétrico. E como k, o
namero de onda, varia de 0 a infinito, todos os tipos de onda s&o capturados nesta formulagéo (WOLF, 1985).
A parte real de cada termo do resultado da equacéo (8) € equivalente ao valor da rigidez no sentido vertical da
expressdo (9) de Wolf (1985) a seguir, para fundacdes retangulares, e a parte imaginaria corresponde a
expressdo (11) de Richart (1970).
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Figura 2 — Orientacdo dos eixos conforme formulacéo de fundacdes retangulares de Wolf (1994).
kN Gb a\ %75
Kk, (52 = 31 (- 1,6) 9
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Em que a e b séo as dimensdes da fundacao, com a orientacdo da Figura 2, e a>b.

J& os parametros de Richart (1970) para a rigidez vertical (K;) e para o amortecimento vertical (C,) de uma
fundacdo circular sdo dados por:

4Gr
= 10
Kz =15 (10)
3,412
C;=T-,VPG (11)

Pela hipotese de Winkler (ABMS/ABEF, 2002), tem-se que a aplicacdo pressdes verticais na superficie do
solo, provoca deslocamentos proporcionais a essas pressdes, somente na regido de aplicacdo das mesmas,
ignorando a continuidade do meio. Isso permite a consideracao de que a modelagem da interface solo-estrutura
pode ser realizada por meio de molas com rigidez equivalentes e amortecedores.

A Figura 3 a seguir mostra como é o comportamento real dos deslocamentos causados pela aplicacdo das
cargas verticais em uma placa rigida.
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Figura 3 — PressGes de contato em placa rigida sobre solo homogéneo (ABMS/ABEF, 2002).

A linha tracejada representa a curva tedrica, que desconsidera a plastificagdo do solo, e € obtida pela Teoria
da Elasticidade. Sdo encontradas tensdes maiores nas bordas, tendendo a infinito, o que é incompativel com o
caso fisico real. Ja a linha cheia € uma representacdo mais realistica da distribuicdo de tensdes, apresentando
uma suavizacao da curva, causada pela plastificacdo do solo na regido proxima as bordas.



Andlise da fundacao estudada

Para a modelagem da fundacé&o, os pontos nodais da matriz condensada do solo localizam-se no centro de cada
elemento da malha. Admite-se que os deslocamentos verticais, em cada area de influéncia do elemento, sdo
aproximadamente constantes e iguais aos do ponto nodal. Isto é, considera-se o valor do deslocamento no
ponto nodal como valor médio do deslocamento em cada elemento, em sua area de influéncia, conforme a
Figura 4 a seguir. Para se obter a matriz de flexibilidade, a interface entre solo e fundagéo é discretizada em
elementos quadrados de lado com dimensdes de 0,225 m, conforme supramencionado.

A area ¢ calculada como de uma circunferéncia de raio equivalente, de modo que resulte em uma area igual &
do elemento quadrado da malha.

Considera-se por aproximacdo o desacoplamento entre os trés graus de liberdade translacionais de cada né
para obter-se a matriz de flexibilidade, com o célculo apenas dos deslocamentos no sentido vertical.

Figura 4 — Area de influéncia de um ponto nodal.

Supondo um elemento circular de area igual a do elemento da malha, o deslocamento vertical distante r do
ponto de aplicacdo de uma carga vertical P, é calculado pela expressdo dos deslocamentos verticais (8) de
Wolf (1985), cuja parte real é equivalente ao valor obtido para deslocamentos verticais pela Formula de
Boussinesq (12) para o deslocamento vertical, baseada na Teoria da Elasticidade.

B (1-v).P

= 7 12
2'mr-G (12)
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Onde,
r — Distancia do ponto de aplicacdo da forca unitaria ao ponto central do elemento da malha analisado;
&, — Deslocamento vertical distante r do ponto de aplicacdo da carga P (unitaria na formulacéao)

E preciso ressaltar que, segundo a teoria, os deslocamentos para os elementos da diagonal principal tenderiam
ao infinito, o que n&o seria correto.

Nestes elementos, para obter a correlacao entre a forca aplicada em um ponto e os deslocamentos provocados
em sua propria area de influéncia devem ser empregadas as solugdes analiticas dos coeficientes de rigidez e
amortecimento de placas circulares rigidas sob a acdo de forcas verticais (expressdes (10) e (11) de Richart
(1970)), sendo os termos diagonais numericamente iguais ao inverso desses coeficientes.

Ou seja, os termos de flexibilidade na diagonal devem ser obtidos aplicando uma carga unitaria na rigidez
complexa obtida com o raio real r = 1,343m, com K e C obtidos com as formulas de fundacéo rigida circular.
Entdo, para se obter uma matriz de flexibilidade m x n utiliza-se a seguinte regra:

w(r
—(m'n) sem=+n

fvm,n = 71T (13)
K—iwc*m="

A matriz de rigidez do solo é obtida, entdo, pela parte real da sua matriz de flexibilidade invertida. J4 a matriz

de amortecimento é obtida da mesma forma, porém sendo a parte imaginaria da matriz inversa da matriz de

flexibilidade.



Esse processo trata da criacdo de um elemento de interface, empregando um uma subdivisdo da superficie
entre solo e estrutura, o que torna esse método mais eficiente do que o Método dos Elementos Finitos na
analise de problemas de fundacdes tridimensionais.

Genericamente, podemos demonstrar o procedimento da montagem da matriz de flexibilidade pela Figura 5 a
seguir, em que é representado, para a aplicacdo de uma carga unitéria, o campo de deslocamentos no proprio
ponto de aplicacdo e nos demais pontos, a ele adjacentes. O deslocamento € maior no proprio ponto de
aplicacdo e conforme se afasta desse ponto, os deslocamentos séo menores.

Para a carga unitaria, o deslocamento € equivalente a flexibilidade e monta-se a matriz de flexibilidade com
os coeficientes conforme a Figura 5, até completar as m linhas e n colunas da matriz. A matriz de flexibilidade
f, € invertida e sua parte real corresponde a rigidez, enquanto a parte imaginaria corresponde ao
amortecimento.
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Figura 5 — Montagem da matriz de flexibilidade.

Se se multiplicar a matrizes de rigidez e de amortecimento por um vetor de forgas, que no caso € unitario,
obtém-se a rigidez total em cada um dos elementos da malha discretizada e ao se somar todos esses valores,
tém-se a rigidez total. O mesmo vale para o amortecimento.

Os resultados séo avaliados por meio de uma analise adimensional para viabilizar melhores comparacdes e de
carater mais geral. Wolf (1985) decomp®Ge a matriz de rigidez dindmica conforme a seguinte expressao:

[S2] = [K](k +i-ag-c) (14)

A matriz K contém os coeficientes de rigidez estatica, ou seja, a rigidez obtida para frequéncia excitadora nula
(o = 0). As matrizes k e ¢ sdo 0s coeficientes de mola e amortecimentos adimensionais.

As expressdes dos pardmetros adimensionais de k e c, que relacionam respectivamente a rigidez e
amortecimento no sentido vertical em relacdo aos valores obtidos com as conforme as expressoes (15) e (16)
de Luco (1974). Importante ressaltar que o coeficiente de amortecimento adimensional deve ser dividido ndo
sO pelo valor tedrico, mas por w, uma vez que a parte complexa é multiplicada por esse valor.

K
k = calculado (15)
Kte()rico
— Ccalculado (16)
w * Ctesrico

Nas expressdes acima, Kiesrico € €xpresso por (9). Ja Cresrico € €Xpresso por (11).
Esses valores de k e ¢ sdo calculados com a variacdo do parametro ao que representa a frequéncia adimensional.
et 17
Qg = —/—
0= (17)
Onde,
a, — Frequéncia adimensional;
w — Frequéncia circular natural;
r — Raio equivalente de um elemento da malha;



Obtencéo e analise dos resultados

A partir dos dados iniciais e da formulagdo descrita, sdo obtidos os resultados apresentados a seguir. Para
efeito de comparacdo e validagéo inicial, as fungdes de influéncia da amplitude vertical de deslocamento,
separadas em suas parcelas reais e imaginarias para ap iguais a 0,2 e 1 resultam em valores idénticos aos de
Wolf (1985) em sua figura P7-9.
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Figura 6 — Amplitude de deslocamento vertical em funcédo do raio.

Sdo, entdo, avaliados os valores de rigidez e amortecimento verticais. A fim de realizar uma comparacéo da
distribuicdo das fungdes de impedancia ao longo da fundacdo, sdo representados a seguir os valores para 0s
coeficientes de rigidez e de amortecimento. E possivel observar pelas Figuras 7 e 8, que as funcdes de
impedancia apresentam maiores valores nas bordas da fundagéo.

Figura 7 — Distribuicdo dos coeficientes de rigidez vertical (K;) para o caso estatico.



Figura 8 — Distribui¢do dos coeficientes de amortecimento vertical (C) para o caso estatico.

Sao representados os valores das fungdes de impedancia em secGes de corte determinadas de modo que
interceptem o centro elastico da fundag&o, paralelamente ao eixo Y, em trés casos: um estatico, com
frequéncias ap = 0, um com ap = 1 e outro com ap = 2. E possivel observar uma semelhanca nas Figuras 9 e 10
com a Figura 3. Pode-se concluir que, apesar de se observar o efeito do enrijecimento nas extremidades para
as duas funcbes, o comportamento destas é diferente, com a rigidez assumindo menores valores no centro,
com maiores frequéncias.
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Figura 9 — Distribuicdo da funcéao de rigidez em corte no sentido paralelo ao eixo Y.



Coordenada no eixo Y
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Figura 10 — Distribuicdo da funcdo de amortecimento em corte no sentido paralelo ao eixo Y.

A seguir apresenta-se na Figura 11, a variacdo dos parametros adimensionais de rigidez e amortecimento com
0 aumento da frequéncia adimensional ag, respectivamente calculados de acordo com as expressoes (15), (16)
e as frequéncias adimensionais, conforme (17).

Observa-se uma diferenca na tendéncia do comportamento das fungdes de impedancia. Enquanto a rigidez
apresenta uma curva mais sinuosa, ou seja, apresenta uma maior variacdo, a funcdo do amortecimento é
praticamente constante com a variacdo das frequéncias. A rigidez total cresce com ao, e apresenta maiores
variagdes. Os valores de amortecimento diminuem, com uma tendéncia de manter-se praticamente constantes.
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Figura 11 — Coeficientes de rigidez e amortecimento adimensionais verticais.



Esses resultados sdo comparaveis com os apresentados por Wolf (1985) em seu exemplo da Fig. 7-11. Em
valores com ag menor ou igual a 2, os resultados sdo excelentes. Apds esse valor, hd uma certa instabilidade,
em que o resultado para a rigidez comeca a crescer de maneira rapida, o que também ¢é observado no exemplo
de Wolf (1994) supramencionado.
Os valores da rigidez K e do amortecimento C podem ser reconstituidos a partir da Figura 11 com a equagéo
7).
Tabela 1 — Valores calculados numericamente e valores teéricos tradicionais na dire¢do vertical.
o 0074 0370 0,741 1,111 1,481 1,852 2,222
a 0,100 0,500 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000
K; 8,422 8242 7,889 7,785 8,342 9,738 11,849 8,121
C; 3,620 7,410 7,821 8,338 8,773 9,018 9,033 8,766

Tebdrico

Conclusoes

A definicdo dos coeficientes de rigidez e de amortecimento do solo deve buscar um arranjo de modo que as
distribuicGes das tensBes na interface entre o solo e a fundagéo sejam mais proximas o possivel da que ocorrera
na realidade. Para esse calculo, é necessario aplicar formulacdes matematicamente robustas, como a aqui
apresentada.

As Figuras 9 e 10 evidenciam que o efeito do enrijecimento nas extremidades da fundacéo sdo aplicaveis ao
amortecimento, porém o comportamento das duas fungdes € diferente, com a rigidez assumindo menores
valores no centro com o incremento de frequéncias, ao contrario do amortecimento.

Os resultados obtidos nos célculos, como observado na Figura 11, evidenciam que a suposicao usual de que a
rigidez e o amortecimento possuem comportamentos similares é equivocada. Na verdade, as distribuicdes das
funcdes de impedancia ocorrem de forma diferente para diferentes frequéncias. Porém, a suposicéo usual de
que para solo homogéneo, os coeficientes de rigidez e de amortecimento sdo praticamente independentes da
frequéncia, é confirmada na Figura 11.

H& uma instabilidade apds ap = 2,0 na formulagéo aplicada, com crescimento dos valores da rigidez. Para
valores de ao igual ou inferiores a 2 os resultados sao excelentes.

No entanto, a utilizacdo de modelos numéricos, em algumas situacdes, pode apresentar resultados pouco
conservadores. Evidencia-se a importancia de um estudo cuidadoso de cada situacdo a ser modelada, devido
a complexidade do problema dindmico em questao.
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