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Resumo 

Fundações de máquinas industriais estão sujeitas a cargas variáveis no tempo. Com isso, no projeto dessas 

estruturas é essencial a análise dinâmica, que tem por objetivo limitar as amplitudes de oscilações a valores 

admissíveis, tendo em vista evitar danos estruturais, ao meio ambiente e à máquina. Esse tipo de análise é 

complexo e pode ser simplificado por soluções aproximadas. Este trabalho tem por objetivo principal 

comparar e validar os resultados de análise dinâmica apresentados pelo programa computacional PLAXIS, 

que utiliza um método numérico, com os resultados obtidos por soluções analíticas. É analisada uma fundação 

superficial de um gerador submetida a cargas harmônicas em diferentes frequências, em solo homogêneo e 

heterogêneo, pelo programa PLAXIS, que utiliza o método dos elementos finitos e também por fórmulas 

analíticas. 

Palavras-chave 

análise dinâmica; métodos numéricos; análises comparativas. 

Introdução  

Os projetos estruturais podem ser analisados como problemas estáticos, quando as condições de contorno não 

variam no tempo ou variam em intervalos relativamente grandes, ou como problemas dinâmicos, considerando 

a variação no tempo e os efeitos inerciais. Apesar da simplificação, em alguns casos a análise estática é 

suficiente e necessária, uma vez que em muitas situações os efeitos inerciais podem ser desconsiderados. 

Entretanto, quando esses efeitos inerciais não podem ser desconsiderados, por exemplo, em estruturas de bases 

de máquinas industriais que gerem vibrações, é necessário que seja realizada uma análise dinâmica, que tem 

por objetivo estudar o comportamento dessas estruturas ao longo do tempo.  

A falta de análise dinâmica em estruturas submetidas a esforços vibratórios, ou a simplificação dessas forças 

dinâmicas por estáticas equivalentes, impossibilita o dimensionamento correto para prever efeitos dinâmicos, 

como por exemplo, a ressonância, que pode gerar deslocamentos e vibrações excessivas na estrutura, podendo 

causar falha estrutural, fadiga do material ou desconforto no uso. Esses efeitos podem ser evitados com a 

consideração correta da rigidez e do amortecimento do sistema.  

Em projetos de fundações de máquinas, a análise dinâmica tem por objetivo principal limitar as amplitudes de 

oscilações a valores admissíveis, tendo em vista evitar os danos supracitados. Essa limitação está ligada ao 

afastamento das frequências do sistema das frequências próprias, ou seja, da ressonância. Logo, é importante 

que se estude o comportamento dessas estruturas ao longo do tempo em diferentes frequências oscilatórias.  

Com o avanço tecnológico e o desenvolvimento de rotinas computacionais para automatização da análise de 

projetos de engenharia, a solução direta de problemas dinâmicos passou a ser mais acessível. Um dos métodos 

mais utilizados em programas computacionais de análise é o Método dos Elementos Finitos (MEF), que é um 

método numérico aproximado largamente utilizado tanto para problemas estáticos como para problemas 

dinâmicos. Porém, esses métodos apresentam soluções aproximadas, com uma margem de erro, sendo 

necessária uma validação de resultados obtidos com modelos processados em determinados níveis de 

discretização, com soluções analíticas. Este trabalho resume resultados apresentados na Dissertação de 

Mestrado da primeira autora, sob a orientação do segundo autor (NOVO, 2023). O trabalho também dá 

continuidade aos estudos apresentados por OLIVEIRA (2021). 

 



 

 

Objetivo 

Esta pesquisa objetiva estudar a interação entre o solo e estruturas de fundações de máquinas, analisando as 

amplitudes de deslocamentos em função das frequências, tendo em vista avaliar o comportamento dessas 

fundações quando submetidas a carregamentos dinâmicos. Estes estudos são realizados por meio do método 

dos elementos finitos e validados por meio de soluções analíticas. 

 

Motivação 

Em diversos projetos industriais de engenharia nos quais seria necessário um estudo dinâmico, as cargas 

dinâmicas são muitas vezes simplificadas por cargas estáticas equivalentes. Sendo assim, são obtidos 

resultados aproximados, que muitas vezes não são validados, uma vez que muitos dos problemas dinâmicos 

não possuem respostas conhecidas ou consolidadas.  

Essas simplificações podem gerar projetos que sejam superdimensionados ou subdimensionados, causando 

gastos desnecessários ou necessidade de futura recuperação estrutural. 

Metodologia 

O programa computacional a ser utilizado, o PLAXIS (2020), foi desenvolvido para analisar problemas 

geotécnicos de Engenharia por meio do Método dos Elementos Finitos, ou seja, com a criação e resolução de 

uma malha construída a partir de um modelo representativo do problema real. No programa é necessário 

definir uma faixa de solo que será analisada e atribuir os parâmetros de material para cada camada desta faixa. 

Em seguida, a estrutura é modelada e são definidas as condições de contorno. A partir da geometria, é 

necessário definir a dimensão da malha, ou seja, dividir o modelo em nós e elementos. Neste passo, são 

definidas condições iniciais, como a profundidade do nível d’água e é gerado o campo inicial de tensões. 

Definida a geometria e as condições de contorno, é possível definir as fases de análise da estrutura e por fim, 

são extraídos os resultados em formato de quadros e tabelas. 

Revisão Bibliográfica 

O problema de uma fundação rígida submetida à um carregamento harmônico, pode ser resolvido por meio 

de uma simplificação para um modelo de massas e molas com seis graus de liberdade, recaindo em um 

problema de seis equações diferenciais de movimento. Os pioneiros no estudo desse caso em solo homogêneo 

foram Richart et al. (1970), responsáveis pelo desenvolvimento de expressões analíticas para determinação 

dos coeficientes de rigidez e amortecimento atribuídos a cada grau de liberdade, independentes da frequência, 

para blocos circulares. Os próximos estudos atualizaram as formulações para cálculo dos coeficientes de 

rigidez, mantendo as formulações de amortecimento. Wolf e Gazetas (1994) superaram a aproximação para o 

estudo de fundações retangulares e desenvolveram a própria formulação para este caso, em solo homogêneo. 

No entanto, a consideração de que o solo sob a fundação é perfeitamente homogêneo e semi-infinito ainda é 

uma simplificação.  

Para a solução em solos estratificados, temos os estudos de Luco (1974) que aproximou ainda mais as 

formulações anteriores a um caso real, permitindo a consideração da variação das propriedades do solo em 

diferentes camadas ao longo da profundidade.  

Em casos específicos de fundações retangulares superficiais sobre solo homogêneo, o software 

BLOCKSOLVER (Coutinho e Mendes, 2007) efetua toda a análise de forma automatizada, utilizando a 

formulação de Wolf e Gazetas (1994). O programa calcula automaticamente ou recebe como dados iniciais os 

coeficientes de impedância (molas e amortecedores), concentrados no centro geométrico da face inferior do 

bloco de fundação, obtendo como resultados os deslocamentos máximos do centro de gravidade do bloco em 

função das frequências excitadoras.  

O programa computacional PLAXIS V20 (2020) utiliza o método dos elementos finitos para a análise de 

problemas geotécnicos. São utilizadas as teorias geotécnicas da deformação, do fluxo de água e da 

consolidação, com suas respectivas formulações pelo Método dos Elementos Finitos. 

 



 

Desenvolvimento 

Na fase de desenvolvimento da pesquisa, foram analisados modelos de fundações superficiais de máquinas 

submetidas a cargas harmônicas devido à operação das máquinas, com raios iguais a 0,50m e 1,00m. 

Inicialmente foram considerados modelos com solo homogêneo, com a consideração de apenas uma camada 

com as mesmas propriedades do material, como mostrado na Figura 1. Em seguida, foram realizadas análises 

considerando o solo heterogêneo, com a diferenciação das propriedades do solo em duas camadas, conforme 

figura 2.  

Todos os modelos foram analisados considerando casos com e sem amortecimento histerético, correspondente 

ao amortecimento do material. Quando considerado, a fração de amortecimento crítica foi assumida 0,5%. 

O tipo de modelo estudado é o axissimétrico, uma vez que suas propriedades apresentam assimetria em relação 

a um eixo vertical, com elementos de 15 nós. Em todos os modelos fez-se uso da simetria do problema para 

facilitar a modelagem, sendo assim, apenas metade de uma seção foi representada.  

As deformações foram impedidas nas duas direções na borda inferior do modelo e também na direção 

horizontal nas bordas laterais. Além disso, na construção do modelo, condições de contorno especiais foram 

consideradas na análise dinâmica, tendo em vista atender ao fato de que o solo é um meio semi-infinito e 

evitar que as ondas fossem refletidas nos limites do modelo, de forma a provocar perturbações. 

Em todas as análises foram consideradas mais de uma frequência de oscilação, sendo elas: 1Hz, 10Hz, 20Hz 

e a frequência de ressonância (ver o estudo completo em NOVO, 2023). 

 
Figura 1 - Modelo no input do programa PLAXIS – Solo Homogêneo 

 
Figura 2 – Modelo no input do programa PLAXIS – Solo Heterogêneo 



Análise Prática 

Com a certificação dos resultados obtidos nas análises dinâmicas com o programa PLAXIS, com os modelos 

apresentados anteriormente, será apresentada uma aplicação prática. 

Para exemplo prático, é apresentada a fundação direta de uma motobomba, já estudada por SANTOS (2020) 

utilizando o programa BLOCKSOLVER, desenvolvido por COUTINHO e MENDES (2007). 

Apresenta-se um resumo dos dados do problema, que podem ser obtidos de forma completa em SANTOS 

(2020), adaptados para a análise este artigo. A geometria do bloco é dada na Figura 3. 

                    

   

Figura 3 – Geometria da fundação da motobomba 

Propriedades consideradas para o solo, no modelo de solo homogêneo: 

υ = 0,30 ; ρ = 1,8 Mg/m3; G = 45000 kN/m2 

Propriedades consideradas para o solo, modelo de solo heterogêneo: 

υ = 0,30 ; ρ = 1,8 Mg/m3 

Primeiros 6 m: G = 35000 kN/m2 a 58000 kN/m2 

Abaixo dos primeiros 6 m: G = 132000 kN/m2 

Massas da bomba e do motor: 

MB = 8,27 t ; MM = 11,70 t 

Frequência de operação: 710 rpm = 11,83 Hz 

Forças nos equipamentos (bomba e motor):  

FB = 9,39 kN ; FM = 13,29 kN 



Análise de fundação rígida em solo homogêneo  

O Programa BLOCKSOLVER resolve o problema de fundações diretas sobre solo homogêneo de forma 

totalmente automatizada.  

A seguir são apresentadas as telas de solução do programa. 

 
Figura 4 – Tela do BLOCKSOLVER – Matrizes (Tela 1). 

 

Figura 5 – Tela do BLOCKSOLVER – Geometria da fundação (Tela 2). 



 
Figura 6 – Telas do BLOCKSOLVER – Massas concentradas e propriedades do solo (Telas 3 e 4). 

 
Figura 7 – Telas do BLOCKSOLVER – Carregamentos e frequências de operação (Telas 5 e 6). 

 
Figura 8 – Telas do BLOCKSOLVER – Resultados (Telas 7 e 8). 

O deslocamento vertical para solo homogêneo, obtido com o programa BLOCKSOLVER é então 24,51 m. 

 

 



Agora apresenta-se a análise com o PLAXIS. A fundação analisada foi modelada com raio de 3m, equivalente 

aproximadamente às dimensões retangulares de 6,90m x 4,10m do caso estudado, em solo homogêneo. 

 
Figura 9 – Tela do PLAXIS – Modelo em solo homogêneo 

Tabela 1 – Propriedades do solo e da máquina 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Propriedades da máquina 

Parâmetro     

Modelo Motobomba  
Massa bomba 8,27 t 

Massa motor 11,70 t 

Carga Harmônica  
Amplitude 10  

Ângulo de fase 0 ° 

Intervalo dinâmico 0,5 s 

Frequência de operação 11,83 Hz 

A seguir são apresentados os deslocamentos variando no tempo obtidos pelo programa PLAXIS. 

 
Figura 10 – Gráfico de Deslocamento Vertical x Tempo dinâmico. 

O deslocamento vertical para solo homogêneo, obtido com o programa PLAXIS é então 23,55 m. 

Propriedades do solo  

Parâmetro     

Modelo Linear Elástico  
Tipo Drenante  

Peso específico 18 kN/m³ 

Peso específico saturado 18 kN/m³ 

Coeficiente de Poisson 0.3  
Módulo de elasticidade transversal 45 MPa 

K0x 0.5  



Análise de fundação rígida em solo heterogêneo  

A análise para solo heterogêneo se baseará nos resultados obtidos com a formulação de Luco (1974). 

Os resultados são obtidos em uma frequência adimensional a0 que corresponde a: 

𝑎0 =
𝜔̅𝑟

𝑉𝑠1
=
2 × 𝜋 × 11,83 × 3

√35000/1,8
= 1,6 

𝑎0 = 1,6: 
K = Kluco = 464726kN/m 

C =
Cluco

ω̅
=

634872

2 × π × 11,83
= 8541,3kNs/m 

Valores de 𝐺0 e 𝜌0 fictícios que reproduzem K e C no BLOCKSOLVER para considerar solo heterogêneo: 

K =
4Gr

1 − ν
; 464726 =

4G0 × 3

1 − 0,3
;  G0 = 27109kN/m³ 

C =
3,4r²

1 − ν
√ρ𝐺; 8541,3 =

3,4 × 3²

1 − 0,3
√ρ0. 27109;  ρ0 = 1,408t/m³ 

A seguir são apresentadas as telas de solução do programa, alteradas relativamente às do solo homogêneo. 

 
Figura 11 – Tela do BLOCKSOLVER – Matrizes 

 
Figura 12 – Tela do BLOCKSOLVER – Propriedades do solo 



 
Figura 13 – Telas do BLOCKSOLVER – Resultados 

O deslocamento vertical para solo heterogêneo, obtido com o programa BLOCKSOLVER é então 31,92 m. 
A fundação analisada foi modelada no PLAXIS com raio de 3m, equivalente aproximadamente às dimensões 

retangulares de 6,90m x 4,10m do, em solo heterogêneo. 

 

Figura 14 – Tela do PLAXIS – Modelo em solo heterogêneo. 

Tabela 2 – Propriedades do solo 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

A seguir são apresentados os deslocamentos no tempo obtidos pelo programa PLAXIS. 

Propriedades do solo 

Parâmetro   
Modelo Linear Elástico  

Tipo Drenante  
Peso específico 18 kN/m³ 

Peso específico saturado 18 kN/m³ 

Coeficiente de Poisson 0.35  
Módulo de elasticidade transversal 35 a 132 MPa 

K0x 0.5  



 
Figura 15 – Gráfico de Deslocamento Vertical x Tempo dinâmico. 

O deslocamento vertical para solo heterogêneo, obtido com o programa PLAXIS é então 36,70 m. 
 

Conclusões  

 

A partir dos resultados apresentados, é possível concluir que: 

Os modelos analisados pelo programa PLAXIS geraram resultados com grande concordância com os obtidos 

analiticamente, o que autoriza o uso do programa PLAXIS em situações mais gerais e complexas que as 

estudadas.  

Na análise prática, mostrou-se como é possível utilizar todas as facilidades do programa BLOCKSOLVER 

para o caso do solo heterogêneo, a princípio não coberto pelo programa, a partir de resultados obtidos com a 

formulação de Luco.  

Mostrou-se também como esta modelagem pode ser feita com o programa PLAXIS, aproximando-se a 

fundação retangular por uma circular equivalente, obtendo-se resultados bastante satisfatórios. 
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