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Resumo

Este trabalho apresenta um método simplificado, baseado no trabalho de DUDDECK e AHRENS
(1994) e na teoria do método das faixas em portico equivalente segundo o Comité Alemao de
Concreto Armado (DAfStb HEFT 631, 2019), para a avaliagdo de momentos fletores maximos
positivos em uma laje lisa protendida. Seus resultados foram comparados aos obtidos a partir de um
programa baseado no método dos elementos finitos (MEF) feito por BHATT (2011). Verificou-se
que os valores de momentos fletores méximos positivos e negativos a partir deste método
simplificado foram superiores aos obtidos com o uso do programa baseado no MEF.
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Introducao

Lajes sdo estruturas classificadas como bidimensionais por apresentarem medidas de largura e de
comprimento muito maiores que a de espessura, cuja funcido é receber as cargas de utilizacdo e
transferi-las aos elementos de apoio.

Os apoios de lajes podem ser continuos, tal como ocorre sobre vigas, ou diretos, tal como acontece
sobre pilares.

Quando o apoio de lajes € direto, as cargas sobre a laje s@o transferidas para os pilares sobre uma area
estreita, o que leva a tensdes de cisalhamento elevadas ao redor dos pilares, cuja intensidade pode
acarretar ruptura por pungéo da laje.

A fim de diminuir essas tensdes de cisalhamento, pode ser feito um engrossamento da espessura da
laje ao redor da extremidade de apoio do pilar, conhecido como capitel, o que conduz a um melhor
desempenho quanto a punc¢édo em lajes com elevado carregamento (ALLEN e IANO, 2013).

Alguns tipos de lajes protendidas sdo macigas, com sistema de protensdo sem ou com aderéncia,
apoiadas diretamente nos pilares sem ou com capitel, cujos vaos podem variar, comumente, de 5 m a
15 m de comprimento.

Lajes lisas protendidas (prestressed flat plates), que sdo lajes macigas sem capitel, admitem aberturas
e possuem vaos variando entre 8 m e 10 m nas edificacdes mais comuns, como se vé na Figura 1a.
Proporcionam um projeto estrutural sem interferéncias entre vigas e instalagcdes prediais, além de



economia de formas e execucdo mais rapida. No entanto, podem apresentar maiores deformacdes e
exigem armadura contra colapso progressivo na regifo ao redor dos pilares.

Lajes cogumelo protendidas (prestressed flat slabs with drop panels), que sido lajes macicas com
capitel, apresentam comportamento parecido com o de lajes lisas protendidas, conforme mostrado na

Figura 1b.
<>

(a) Laje Lisa (b) Laje cogumelo
Figura 1 — Tipos de lajes macicas protendidas.

A norma ABNT NBR 6118 (2014) estabelece valores minimos de espessuras de lajes protendidas no
seu item 13.2.4. Recomenda uma espessura minima de 16 cm, para lajes lisas, e 14 cm, para lajes
cogumelo fora do capitel.

Neste trabalho, desenvolveu-se um exemplo simplificado com o objetivo de comparar os momentos
fletores maximos positivos e negativos em um pavimento de laje lisa protendida, oriundos da
modelagem deste em um programa baseado no Método dos Elementos Finitos (MEF) realizada por
BHATT (2011), aos obtidos segundo um método proposto por THOMAZ (2022), que tem por
fundamento tabelas originadas a partir do estudo de DUDDECK e AHRENS (1994) e do Comité
Alemao de Concreto Armado (DAfStb HEFT 631, 2019).

Momentos Fletores em Lajes Lisas Protendidas

THOMAZ (2022) desenvolveu um método simplificado para calcular os valores de momentos
fletores maximos em faixas localizadas nos apoios e fora dos apoios de lajes lisas protendidas.

Esse método teve por base o trabalho de DUDDECK e AHRENS (1994) e a teoria do método das
faixas em portico equivalente segundo o Comité Alemdo de Concreto Armado (DAfStb HEFT 631,
2019).

A Equacdo 1 apresenta o valor do momento fletor mdximo na dire¢do y (v. Figura 2) em faixas
localizadas nos apoios e fora dos apoios de lajes lisas protendidas, expresso em kIN.m/m.

2
M =k pk_l (Equagdo 1)
2

onde k; € o coeficiente para cdlculo do momento fletor méximo na dire¢@o y distribuido ao longo da
faixa localizada nos apoios ou fora dos apoios (v. Figura 2); p € a carga total sobre a laje, em kN/m?;
[ € o vao da laje na dire¢do y, em m; e k2 € o coeficiente proposto por THOMAZ (2022), que varia
de acordo com o niimero de vdos e a secdo de andlise.

Nota-se da Figura 2 que a laje € dividida em 2 faixas, uma localizada nos apoios e outra localizada
fora dos apoios, e submetida a carga acidental distribuida ao longo da direcdo do vao ..



Na faixa localizada nos apoios (cor amarela) da Figura 2, o valor do coeficiente k; é igual a 2,10 na
linha dos apoios até 10% do viao [; (corte a-a) ou 1,40 a partir de 10% do vio [; até 20% do vao [,
(corte a-a), enquanto na regido de vao entre apoios (corte b-b), o valor do coeficiente k; diminui para
1,25.

O coeficiente k; pode serigual a 1,75 (valor médio entre 2,10 e 1,40) quando se avalia a regido distante
10% do vao [; da linha de apoios na faixa localizada nos apoios (cor amarela) da Figura 2.

Em se tratando da faixa localizada fora dos apoios (cor azul) da Figura 2, o coeficiente k; tem valor
igual a 0,50 na linha dos apoios (corte a-a) ou igual a 0,84 (corte b-b) na linha fora dos apoios.
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Figura 2 — Valores do coeficiente k; segundo DAfStb HEFT 631 (2019).

Com base nas tabelas desenvolvidas por DUDDECK e AHRENS (1994), THOMAZ (2022) criou
novas tabelas (v. Tabelas 1 a 7), que mostram o valor do coeficiente k> para cilculo do momento
fletor mdximo na faixa dos apoios e na faixa fora dos apoios de lajes lisas. Os dados de entrada destas
tabelas sdo a relacdo entre a carga permanente e a carga total g/p (variando de 1,00 a 0,40) sobre a
laje e o nimero de vaos N (entre 2 e 7) da laje. Nestas tabelas, Ap significa apoio.

Tabela 1 — Coeficiente k2 para relaciao g/p = 1,00.

N 2 3 4 5 6 7
Viol 1422 1250 12,96 12,84 12,81 12,78
ApA 800 -1000 933 950 950  -9,49
Vao2 14,22 40,00 27,51 30,08 29,80 29,49
ApB 10,00  -14,00 -12,67 -12,66 -12,65
Vio 3 12,50 27,51 21,71 21,63 21,56
ApC 933  -12,67 -1228 -11,89
Vio 4 1296 30,08 21,63 23,75
ApD 9,50  -12,66 -11,89
Vio 5 12,84 29,80 21,56
ApE 9,50  -12,65
Vio 6 12,81 29,49
ApF -9,49

Vao7

12,78




Tabela 2 — Coeficiente k2 para relaciao g/p = 0,90.

N 2 3 4 5 6 7
Vio 1 13,76 12,19 12,61 12,50 12,64 12,78
Ap A -8,00 -9,84 -9,22 -9,37 -9,42 -9,48
Vio 2 13,76 33,33 24,54 26,45 27,97 29,49
Ap B 9,84  -13,33  -12,17  -1241  -12,65
Vio 3 12,19 24,54 20,00 20,78 21,56
ApC -9,22  -12,17  -12,02  -11,88
Vio 4 12,61 26,45 20,78 23,75
ApD -9,37 -1241  -11,88
Vio 5 12,50 27,97 21,56
ApE 9,42  -12,65
Vio 6 12,64 29,49
ApF -9,48
Vio 7 12,78

Tabela 3 — Coeficiente k2 para relaciao g/p = 0,80.

N 2 3 4 5 6 7
Vio 1 13,32 11,90 12,28 12,18 12,48 12,78
Ap A -8,00 -9,68 9,11 -9,25 -9,36 -9,48
Vio 2 13,32 28,57 22,14 23,59 26,54 29,49
ApB 9,68  -12,73  -11,71  -12,17  -12,65
Vio 3 11,90 22,14 18,54 21,85 21,56
Ap C 9,11 -11,71  -12,17  -11,88
Vio 4 12,28 23,59 21,85 23,75
ApD -9,25 -12,17  -11,88
Vio 5 12,18 26,54 21,56
ApE 9,36 -12,65
Vio 6 12,48 29,49
ApF -9,48
Vio 7 12,78

Tabela 4 — Coeficiente k2 para relacao g/p = 0,70.

N 2 3 4 5 6 7
Vio 1 12,90 11,61 11,96 11,87 11,87 11,88
Ap A -8,00 -9,52 -9,00 -9,13 -9,13 -9,13
Vio 2 12,90 25,00 20,17 21,29 21,30 21,32
ApB 9,52 -12,17  -11,28  -11,28  -11,28
Vio 3 11,61 20,17 17,27 17,27 17,28
Ap C -9,00 -11,28  -11,08 -10,84
Vio 4 11,96 21,29 17,27 18,48
ApD 9,13 -11,28  -10,84
Vio 5 11,87 21,30 17,28
ApE 9,13 -11,28
Vio 6 11,87 21,32
ApF 9,13
Vio 7 11,88




Tabela 5 — Coeficiente k2 para relacio g/p = 0,60.

N 2 3 4 5 6 7
Vio 1 12,50 11,34 11,65 11,57 11,57 11,58
Ap A -8,00 -9,37 -8,89 -9,01 -9,01 -9,01
Vio 2 12,50 22,22 18,53 19,40 19,38 19,35
Ap B 937 -11,67 -10,89  -10,89 -10,89
Vio 3 11,34 18,53 16,17 16,16 16,16
ApC -8,89  -10,89  -10,69 -10,50
Vio 4 11,65 19,40 16,16 17,13
ApD -9,01 -10,89  -10,50
Vio 5 11,57 19,38 16,16
ApE -9,01 -10,89
Vio 6 11,57 19,35
ApF -9,01
Vio 7 11,58

Tabela 6 — Coeficiente k2 para relaciao g/p = 0,50.

N 2 3 4 5 6 7
Vio 1 12,12 11,07 11,36 11,28 11,28 11,28
Ap A -8,00 -9,23 -8,78 -8,89 -8,89 -8,89
Vio 2 12,12 20,00 17,12 17,82 17,78 17,75
ApB -9,23 -11,20  -10,52 -8,89  -10,52
Vio 3 11,07 17,12 15,20 15,19 15,18
ApC -8,78  -10,52  -10,34  -10,15
Vio 4 11,36 17,82 15,19 15,97
ApD -8,89 -8,89  -10,15
Vio 5 11,28 17,78 15,18
ApE -8,89  -10,52
Vio 6 11,28 17,75
ApF -8,89
Vio 7 11,28

Tabela 7 — Coeficiente k2 para relacao g/p = 0,40.

N 2 3 4 5 6 7
Vio 1 11,75 10,82 11,07 11,00 10,99 10,98
Ap A -8,00 -9,09 -8,68 -8,78 -8,78 -8,78
Vio 2 11,75 18,18 15,92 16,48 16,51 16,53
ApB 9,09 -10,77  -10,17  -10,17  -10,17
Vio 3 10,82 15,92 14,34 14,34 14,35
Ap C -8,68  -10,17 -9,98 -9,80
Vio 4 11,07 16,48 14,34 15,02
ApD -8,78 -10,17 -9,80
Vio 5 11,00 16,51 14,35
ApE -8,78  -10,17
Vio 6 10,99 16,53
ApF -8,78
Vio 7 10,98




Na Figura 3, pode-se observar um corte da secdo transversal de uma laje lisa protendida, no qual sio
exemplificados os vaos e apoios adotados na primeira coluna das Tabelas 1 a 7.
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Figura 3 — Exemplificacio de vaos e apoios ao longo de uma laje lisa protendida.

Exemplo de Aplicacao

Neste trabalho, desenvolveu-se um exemplo simplificado com o objetivo de comparar os resultados
oriundos da modelagem em programa baseado no Método dos Elementos Finitos (MEF), realizada
por BHATT (2011), aos obtidos segundo a Equagao 1 utilizada por THOMAZ (2022).

O exemplo simplificado consistiu em uma faixa de pavimento de laje lisa protendida retangular com
5 vaos simétricos de 600 cm de comprimento, na horizontal, com 300 cm de pé-direito, cujas linhas
que formam seu perimetro possuem for¢a cortante nula. Tal faixa foi retirada de pavimento de laje
lisa protendida quadrada com 5 vaos simétricos de 600 cm de comprimento, tanto na vertical quanto
na horizontal.

A faixa de laje tinha 20 cm de espessura e foi apoiada em 6 pilares, sendo 4 pilares intermediarios de

40 cm x 40 cm de dimensdes e 2 pilares de extremidade de 30 cm x 30 cm de dimensdes, como mostra
a Figura 4.

600 600 300

P -[30x30 P, -140x 40 P, -|40x 40

|
1
()

600
||
.
.

(unidades em cm)

Figura 4 — Faixa de pavimento de laje lisa protendida avaliado neste estudo.

O concreto da laje pertencia a classe C30, cujos valores de resisténcia caracteristica a compressao fck,
médulo de elasticidade Ec, médulo de deformacdo secante Ecs e resisténcia caracteristica a
compressao na idade de protensdo fckj eram iguais a 30 MPa, 34,5 GPa, 32,8 GPa e 25 MPa, nesta
ordem.



No projeto da laje foi utilizada armadura ativa composta por monocordoalhas de 13 mm de didmetro
com 1860 MPa de resisténcia a tragdo. Adotou-se 25 KN/m? para o peso especifico do concreto
protendido.

O valor de carga acidental q adotada para a laje foi igual 4,00 kN/m2. Neste valor embutiu-se o valor
de carga permanente de revestimento.

Como a carga de peso proprio gy, da laje de 20 cm de espessura € igual a 5,00 kN/m?, a carga total p
sobre a laje € igual a 9,00 kN/m?2.

Tendo sido calculados os valores de carga permanente g e de carga total p, chega-se ao valor da
relacdo entre a carga permanente e a carga total g/p igual a 0,56.

BHATT (2011) simulou 2 tipos de modelos de carga acidental sobre a laje, cujo esboco encontra-se
na Figura 5. No modelo 1, adotaram-se 2 faixas verticais (1 faixas de extremidade de 6 m de largura
e 1 faixa intermedidria de 3 m de largura), enquanto no modelo 2, 1 faixa vertical intermedidria de
6 m de largura.

(a) modelo 1 (b) modelo 2
Figura 5 — Modelos de carregamento (BHATT, 2011).

Resultados e Analise

A Tabela 8 agrupa os valores de momentos fletores maximos positivo e negativo na direcéo x (direcio
horizontal da planta) encontrados por BHATT (2011) na secio ao longo das linhas dos pilares, apés
modelagem da laje (v. Figura 4) com o uso de um programa baseado no MEF.

Ressalta-se que esses valores de momentos fletores maximos foram obtidos carregando-se totalmente
a laje com a carga permanente de 5,00 kN/m? e parcialmente a laje com a carga acidental de
4,00 kN/m?2, conforme modelos da Figura 5.

Tabela 8 — Momentos fletores (em kN.m/m) da laje encontrados por BHATT (2011).
Modelo Apoio Vaol ApoioA Vido2 ApoioB Vio3
1 5,0 30,0 -90,0 0,0 -75,0 20,0
2 3,0 12,0 -90,0 20,0 -75,0 3,0

Em se tratando do carregamento do modelo 1 (v. Figura 5a), o valor do coeficiente ki, para calculo
do momento fletor maximo positivo no vao entre apoios ao longo da faixa localizada nos apoios (cor
amarela da Figura 2), € igual a 1,25.

De acordo com as Tabelas 5 e 6, para o ndmero de vaos igual a 5 e nos vaos 1 e 3, os valores do
coeficiente ko sdo 11,57 e 16,17 para relagdo g/p = 0,60, e 11,28 e 15,20 para g/p = 0,50. Como a
relacdo g/p, para a faixa de laje deste trabalho, € igual a 0,56, os valores do coeficiente ko, a partir de
interpolagdo linear, para os véos 1 e 3 sdo 11,45 e 15,78.



Da Equagio 1, os valores maximos de momento fletor positivo M*ma nos vaos 1 e 3 ao longo da faixa
localizada nos apoios, para a carga total p na laje de 9,00 kN/m?, sdo iguais a 35,4 kN.m/m e
25,7 kN.m/m, respectivamente.

De acordo com a Figura 2, o valor do coeficiente ki para cdlculo do momento fletor mdximo negativo
distribuido na linha dos apoios até 10% do vao ao longo da faixa localizada nos apoios (cor amarela)
€ igual a 2,10.

A partir das Tabelas 5 e 6, para o nimero de vdos igual a 5 e nos apoios A e B, os valores do
coeficiente ko sdo -9,01 e -10,89 para relagdo g/p = 0,60, e -8,89 e -10,52 para relagdo g/p = 0,50.
Como a relagdo g/p, para a faixa de laje deste trabalho, € igual a 0,56, os valores do coeficiente k, a
partir de interpolacdo linear, nos apoios A e B sdo -8,96 e -10,74.

Entdo, utilizando-se a Equacio 1, os valores maximos de momento fletor negativo M msx na linha dos
apoios A e B até 10% do vao (I = 6 m) ao longo da faixa localizada nos apoios A e B, para a carga
total p na laje de 9,00 kN/m?, sdo iguais a -75,9 kN.m/m e -63,4 kN.m/m.

Com relacdo ao carregamento do modelo 2, o valor maximo de momento fletor positivo M*msx no
vdo 2 ao longo da faixa localizada nos apoios, para os valores de ki, k2 e p iguais a 1,25, 18,77 € 9,00
kN/m?, € igual a 21,6 kN.m/m, de acordo com a Equacdo 1.

Os valores maximos de momento fletor negativo M msx na linha dos apoios A e B até 10% do vao
(1 =6 m) ao longo da faixa localizada nos apoios A e B, utilizando-se a Equag¢ao 1, para a carga total
p na laje de 9,00 kN/m?, o coeficiente ki de 2,10 e os coeficientes k> de -8,96 no apoio A e de -10,74
no apoio B, sdo iguais a -75,9 kN.m/m e -63,4 kN.m/m, nesta ordem.

A Tabela 9 apresenta uma comparacdo entre os momentos fletores maximos positivos e negativos
obtidos por BHATT (2011), com uso de programa baseado em MEF, e por THOMAZ (2022), por

meio de tabelas simplificadas, de cada secdo ao longo da laje.

Na Tabela 9, a primeira linha corresponde as secdes da Figura 3. A primeira coluna refere-se a faixa
localizada nos apoios (faixa apoio), de acordo com o mostrado na Figura 2.

Tabela 9 — Momentos fletores maximos na laje em kKN.m/m.

Faixa Apoio  Vaol ApoioA Vao?2 ApoioB Vio 3
Modelo 1
BHATT - 30,0 -90,0 - -75,0 20,0
apoio THOMAZ - 35,4 -75,9 - -63,4 25,7
A (%) - 18,0 -15,6 - -15,5 28,5
Modelo 2
BHATT - - -90,0 20,0 -75,0 -
apoio THOMAZ - - -75,9 21,6 -63,4 -
A (%) - - -15,6 8,0 -15,5

Constata-se da Tabela 9 que os maiores valores de momento fletor maximo positivo ocorreram no
vio 1 na faixa localizada nos apoios (modelo 1), enquanto os menores valores, nos vdos 2 e 3
(modelos 1 e 2, nesta ordem).

Os valores de momento fletor maximo positivo nos vaos 1, 2 e 3, obtidos por meio do método
simplificado de THOMAZ (2022), foram em média 18,0%, 8,0% e 28,5% superiores aos encontrados
com o uso do MEF por BHATT (2011).



De acordo com a Tabela 9, os maiores valores de momento fletor maximo negativo aconteceram no
apoio A para os modelos 1 e 2. Em contrapartida, os menores valores deste momento fletor, no apoio
B.

Os valores de momento fletor mdximo negativo nos apoios A e B, obtidos por meio do método
simplificado de THOMAZ (2022), foram em média 15,6% e 15,5% abaixo dos encontrados com o
uso do MEF por BHATT (2011).

Conclusoes

Este trabalho apresentou um método proposto por THOMAZ (2022), que tem por fundamento tabelas
originadas a partir do estudo de DUDDECK e AHRENS (1994) e do Comité Alemao de Concreto
Armado (DAfStb HEFT 631, 2019).

A partir do estudo da modelagem de um pavimento de faixa de laje lisa protendida realizada por
BHATT (2011), que utilizou um programa baseado MEF e obteve valores dos momentos fletores
maximos positivos e negativos desta, foi feita uma comparacdo entre estes valores com os
encontrados por THOMAZ (2022).

Os valores de momentos fletores méximos positivos, segundo o método simplificado de THOMAZ
(2022), foram em média cerca de 18,2% superiores aos obtidos com o uso do programa baseado no
MEF por BHATT (2011). Em contrapartida, os valores de momentos fletores mdximos negativos
foram 15,6% inferiores. Isto ocorreu pelo fato da regido em apoios de laje lisas protendidas ser uma
regido de alta concentracdo de tensdes, o que leva a valores elevados de momentos fletores oriundos
de andlise via MEF.

Concluiu-se que o método proposto por THOMAZ (2022) € conservador e muito pratico para se
utilizar no dimensionamento de lajes lisas protendidas.
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